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Linguagens de Primeira Ordem

Definicao
Uma linguagem de primeira ordem ¢é dada por:
Simbolos Ldégicos:

o Numero contadvel de variaveis vy, vo, ...;

1

Simbolo de igualdade =;

Os conectivos logicos —, A\, V, —>, >,

Os quantificadores V, 3;

Paréntese (,) e virgula , .
Simbolos ndo légicos:
@ Um conjunto C de simbolos constantes;

@ Para cada n > 0, um conjunto F, de simbolos funcionais n-arios;

@ Para cada n > 0, um conjunto R, de simbolos relacionais n-arios.
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L-estruturas

Dada uma LPO L = ((Fn)n, (Rn),C), uma L-estrutura M é dada por:
@ Um conjunto ndo vazio M chamado o dominio ou universo de M;

@ Para cada f € F,,, uma fungdo MM M;
@ Para cada R € R, uma relacdo RM c Mmn;
°

Para cada c € C, uma constante c™M € M.
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Morfismos

Definicao

Sejam M, N duas L-estruturas.

Um mapa 7 : M — N é um homomorfismo de M em N se:
® Para cada R € Ry, (a1,...,an) € RM = (n(a1), ..., m(an)) € RV;
® Para cada f € Fp, n(fM(ay, ..., an)) = ¥ (w(a1), ..., m(an));
@ Para cada c € C, m(cM) = V.

Um mapa 7 : M — N é um mergulho de M em N se:

e 7 € um homomorfismo injetivo;

® Para cada R € Ry, (a1, ...,an) € RM = (n(a1), ..., m(an)) € RY;

Um isomorfismo é um mergulho bijetivo.
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Definicao

Sejam M, N duas L-estruturas com M C N. Dizemos que M é uma
subestrutura de N, ou que N' é uma extensido de M, denotado por
M < N, se a inclusdo v : M — N for um mergulho.

Eduardo Magalh3es Introducdo a Teoria de Modelos e Aplicacdes 6/87



L-Termos

Definicao
Seja L uma LPO. Um L-termo é uma L-palavra definida de acordo com
as seguintes regras:

@ Para cada n> 0, v, € um L-termo;

@ Para cada c € C, ¢ € um L-termo;

@ Para cada f € F,, e L-termos ty, ..., t,, f(t1,..., ty) € um L-termo;

°

Qualquer L-termo € obtido da aplicacdo destas regras um nimero
finito de vezes.

Definicao

Uma L-formula atémica € dada por:
@ t; = tp onde t1, tp sdo L-termos;

e R(t1,...,tn), para algum R € R, e termos ti, ..., tp.

Eduardo Magalh3es Introduc3o a Teoria de Modelos e Aplicacdes 7/87



L-férmulas

Uma L-formula é definida recursivamente de acordo com as seguintes
regras:
o Qualquer L-formula atomica é uma L-férmula;
e Se ¢ € uma L-férmula, entdo —¢ é uma L-férmula;
e Se ¢, sdo L-formulas, entdo ¢ AN, ¢V ¥, ¢ — Y e ¢ <> Y sdo
L-formulas;

o Se ¢ é uma L-formula, entdo para qualquer p > 0, Vv,¢ e Jv,¢ sdo
L-formulas;

o Qualquer L-formula € obtida aplicando estas regras um numero finito
de vezes.
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Interpretacdo de Termos

Seja A um conjunto. Definimos A“ como:
A :={(a1,a2,...) : an € A, para n > 1}

Definicao

Seja M uma L-estrutura e t um L-termo.
Definimos a interpretacdo de t em M como a funcio:
tMoMY = M
Onde, para qualquer 3 € M“, definimos:
e Set=vp, entdo tM(é) = ap,
@ Set=c, para c € C, entio tM(é) =M:

e Set="f(t,....,tn). para f € F,, entdo

tM(3) = FM(EM(3), ..., £M1(3))
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Definicdo de Verdade de Tarski

Definicao

Seja M uma L-estrutura, ¢ uma L-formula e 3 € M“. Definimos

M = ¢[a] como:
o Se¢ ét; = ty, entdo M |= ¢[3] sse t{!(3) = t31(3);
e Se ¢ é R(t1,...,tp) para R € R,, entdo M = ¢[a] sse
(tM(3), ..., t(3)) € RM;
Se ¢ € 1), entdo M |= ¢[a] sse M = 1[a] ndo € verdade;
Se ¢ é ¢ A x, entdo M = ¢[a] sse M = [a] e M = x[a];
Se ¢ é ¢V x, entio M = ¢[a] sse M = 1[a] ou M = x|a];
Se ¢ é ¢ — x, entdo M |= ¢[a] sse M = [a] implica M = x|a];
Se ¢ é ) <> x, entdo M = ¢[a] sse, M = [a] sse M |= x[a];

e 6 6 o o
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Definicdo de Verdade de Tarski

Dado 3 € M“, be M e p > 1, define-se a(p/b) € M“ como o tuplo
infinito obtido substituindo a p-ésima entrada por b:

§(p/b) = (‘317 ey dp—1, b, ap+1, )

Defini¢do (Continuagdo)

@ Se ¢ € vy, entdo M = ¢[a] sse existe b € M tal que
M = la(p/b)];

e Se ¢ éVvp, entdo M |= ¢|a] sse para todo b € M temos
M = ¢la(p/b)].
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Proposicao

Seja M uma L-estrutura, t um L-termo e 3a,b € M“ tal que ap = bp para
todo p € N tal que v, ocorre em t. Entao

tM(3) = tM(b)

Proposicao

Seja M uma L-estrutura, ¢ uma L-formula e 3,b € MY tal que ap — by
para todo p € N tal que v, é uma varidvel livre em ¢. Entao

M = ¢la] & M [= ¢[b]
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Uma férmula sem varidveis livres chama-se uma sentenca.

Corolario

Seja M uma L-estrutura e ¢ uma L-senten¢a. Entdo apenas uma das
seguintes € verdade:

e M = ¢[a], para todo 3 € M¥;
o M £ ¢[a], para todo 3 € M¥.

Se o primeiro caso acontecer, escrevemos M = ¢, e no segundo caso

escrevemos M £ ¢.
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Equivaléncia elementar

Definicao

Sejam M, N duas L-estruturas. Dizemos que M ¢é elementarmente
equivalente a N, que se denota por M = N/, se para qualquer L-sentenca
¢, temos

MEoSNE

Proposicao
Se M ~ N, entio M =N.

Nota: M =N A M~ N
(Q, <) = (R, <), mas n3o h3 bijegdes entre Q e R.

Proposicao
Se M = N s3o finitos, entdo M ~ N
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Teorias

Definicao

Seja L uma linguagem de primeira ordem. Uma L-teoria T é um conjunto
de L-sentencgas.

Definicao

Seja T uma L-teoria e M uma L-estrutura. Dizemos que M satisfaz T
ou que M é modelo de T, denotado por M = T se M |= ¢ para todo
peT.

Se T tem um modelo, dizemos que a teoria T € satisfazivel.
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Exemplos

On = Ix1Ixe...3x, /\ Xi # X;

i<j<n
Teoria dos conjuntos infinitos:

T={¢n:n>1}
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Exemplos

L=A{<}
Teoria dos conjuntos linearmente ordenados:
T = {Vx—(x < x),
UxVyVz((x <y ANy < z) = x < z),
VxVy(x <y Ax=yAx>y)}
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Exemplos

L ={E}

Teoria das relacoes de equivaléncia:
T = {VxE(x, x),

VxVy(E(x,y) — E(y,x)),
VxVyVz(E(x,y) A E(y,z) = E(x,2))}
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Exemplos

L=A{,e}

Teoria dos grupos abelianos:

Grp={Vx(x-e=xANe-x=x),
Vxdy(x-y =eAy-x=e),
IxVyvz((x-y)-z=x(y- 2)),
IxVy(x -y =y x)}
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Exemplos

L={+-01}

Teoria dos anéis unitarios:

URng = GrpU{¥x(x-1=xA1-x=x),
YxVyVz((x-y)-z=x-(y - z)),
VxVyVz[x - (y +z)=x-y +x- 2|,
VxVyVz[(x+y) - z=x-z+y- 2|}
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Exemplos

L£={+,0,1}

Teoria dos corpos:

Field = URng U {¥xVy(x-y =y - x),
Vx(x #0— Jy(x-y =1))}
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Exemplos

L£={+,0,1}

Teoria dos corpos algebricamente fechados:

Para cada n > 1 seja

n—1
¢n = Vap...Va,_13x (X" + ZX"ai = 0)

i=0

ACF = Field U {¢, : n > 1}
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Exemplos

L£={+,-0,1}

Para cada primo p seja

Yp=1+1+.41=0
——
P

Se F é um corpo, F |= 1, sse F tem caracteristica p.

Teoria dos corpos algebricamente fechados de caracteristica p e 0:
ACF, = ACF U {9}
ACFy = ACFU{—~p : p>1}

Eduardo Magalh3es Introducdo a Teoria de Modelos e Aplicacdes 23 /87



Th(M)

Definicao

Seja M uma L-estrutura. Definimos a teoria completa de M como:

Th(M) :={¢ : ¢ € uma L-sentenca e M |= ¢})

Proposicao

Sejam M, N duas L-estruturas. As seguintes sdo equivalentes:
QO M=N;
Q@ Th(M) = Th(N);
Q@ N | Th(M);
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Consequéncia semantica

Definicao

Seja T uma L-teoria e ¢ uma L-sentenca. Dizemos que ¢ € consequencial
semdantica de T, denotado por T = ¢, se para qualquer L-estrutura M,
temos

MET = ME¢

Nota: Se T n3o é satisfazivel, entdo T |= ¢ para qualquer sentenga ¢.
Exemplos:

e GrpEVx(x-x=x—x=c¢e)
@ URng EVxVy(x-y=0— (x=0Vy=0))

Eduardo Magalh3es Introducdo a Teoria de Modelos e Aplicacdes 25 /87



Teorema da Compacidade

Dizemos que uma L-teoria T ¢é finitamente satisfazivel se qualquer
subconjunto finito de T é satisfazivel.

Teorema (Teorema da Compacidade)

Seja T uma L-teoria. Entdo T € satisfazivel sse T € finitamente
satisfazivel.

Nota: A implicacao
T satisfazivel = T finitamente satisfazivel

é trivial.
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Prova

Definicao

Seja T uma teoria. Dizemos que T é maximal se para qualquer sentenca
¢, temosoup € T ou—¢p € T.

Definicao

Seja T uma teoria. Dizemos que T tem testemunhas se para qualquer
formula ¢(v), existe um simbolo constante na linguagem c tal que

(Ave(v)) = ¢(c) e T
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Prova

Seja T uma teoria maximal e finitamente satisfazivel. Seja ¢ uma sentenga
e A C T um subconjunto finito. Entdo, se A = ¢, temos que ¢ € T.

Corolario

Seja T uma teoria maximal, finitamente satisfazivel e com testemunhas.

Para qualquer formula ¢(v), se ve(v) € T, entdo existe um simbolo
constante c tal que ¢(c) € T.
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Prova

O seguinte lema é a parte principal da prova:

Lemma (Lema de Henkin)

Se T é uma teoria finitamente satisfazivel, maximal e com testemunhas.
Entdo T € satisfazivel.

A ideia para a prova do teorema da compacidade é ent3o:
@ Comecgar com uma teoria finitamente satisfazivel T;

o Estender T para T’ maximal, finitamente satisfazivel com
testemunhas;

@ Obter modelo M |= T’ pelo lema de Henkin;
@ Como TC T'entio M E=T.
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Prova

Proposicao

Seja T uma L-teoria finitamente satisfazivel. Entdo existe uma L-teoria
T' maximal finitamente satisfazivel tal que T C T'.

Precisamos dos seguintes 2 lemas:

Seja T uma L-teoria finitamente satisfazivel e ¢ uma L-sentenca. Entio
ou T U{¢p} € finitamente satisfazivel, ou T U {—¢} € finitamente
satisfazivel.

Lemma (Zorn)

Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se qualquer cadeia C de
elementos de X tem um majorante em C, entdo (X, <) tem um elemento
maximal.
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Prova

A peca final é préximo lema:

Lemma (Lindenbaum)

Seja T uma L-teoria finitamente satisfazivel. Entdo existe uma linguagem
L* D L euma L*-teoria T* DO T tal que:

@ T* é finitamente satisfazivel;

o Qualquer L*-teoria que estenda T* tem testemunhas.

Teorema

Seja T uma L-teoria finitamente satisfazivel. Entdo T tem um modelo.
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Exemplos de aplicacoes

Proposicao
Seja T uma teoria que tem modelos finitos arbitrariamente grandes. Entdo
T tem um modelo infinito.

Proposicao

Seja ¢(v) uma formula na linguagem L = {-,e} e seja T O Grp. Se para
cada n>1, existe G, = T e g, € G, tal que G, |= ¢[gn] e g» tem ordem
pelo menos n, entdo existe G =T e g € G com ordem infinita tal que

G = ¢lgl.

Proposicao

Um grupo G € ordenavel sse todo o subgrupo finitamente gerado de G for
ordendvel.

Proposicao

Um grafo € n-colorivel sse todo o sub-grafo finito é n-colorivel.
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Exemplos de aplicacoes

Proposicao

Seja T uma teoria de ¢ uma sentenca. Entdo T |= ¢ sse existe A C T
finito tal que A = ¢.

Para cada n € N, seja

¢n = 3x1...3xp /\ Xi # xj Ny (\n/y—x,)

i<j<n i=1

Entdo M = ¢, sse [M| = n.
Serd que existe uma formula ¢ tal que M |= ¢ sse M € infinito?

Corolario

N3o existe nenhuma formula ¢, tal que M |= ¢, se e sé se M € infinito.
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Ordinais

Definicao

Um conjunto X diz se transitivo se para qualquer x € X, se y € x entdo
y € X.
Por outras palavras, X € transitivo se x € X = x C X

Exemplos:
o {0,{0}} é transitivo;
e {{0}} ndo é transitivo.

Definicao

Uma ordem total < em X diz-se uma boa ordem, se qualquer subconjunto
de X tiver um minimo.

Exemplos:
e (R, <) n3o é uma boa ordem;
@ (Z,<) n3o é uma boa ordem;
e (N, <) é uma boa ordem.
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Ordinais

Definicao
Um conjunto X € um ordinal se for transitivo, e bem ordenado pela

relacdo €.
A classe de todos os ordinais denota-se por On.

Exemplos:
o 0
o {0};
o {0,{0}};
o {0,{0},{0.{0}}}:
o {0,{0},{0.{0}},{0,{0},{0,{0}}}}
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Ordinais

Notas:

@ Sejam «, (3 ordinais. Se « € 3, escrevemos o < f3;

@ (On, €) é totalmente ordenado, i.e. dados dois ordinais «, 3, ou
a€f,oua=LoufEaq;

@ (On, €) é bem ordenado, i.e. qualquer conjunto de ordinais tem um
minimo;

e Dado um ordinal «, temos que a« = {5 € On: 3 < a}.
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Ordinais

Proposicao

@ () é um ordinal, e para todo o ordinal c, ou o = () ou () € v, pelo que
() é o menor ordinal;

e Se a é um ordinal, ot := aU{a} é um ordinal, e se « < 3 < a™, ou
B=aoufB=at;

e Se C é um conjunto de ordinais, entdo UaGC « € um ordinal e € o
menor majorante de C, i.e. o seu supremo.
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Ordinais

Exemplos:
e 0:=10
e 1:=0"={0}ud={0} ={0}
o 2:=1% = {{0}} U{0} = {0,{0}} = {0, 1}
© 3:=2" = {{0,{0}}} U {0,{0}} = {0,{0}.{0, {0}}} = {0,1,2}

ew=J{n:n=0,1,2,3,...} ={0,1,2,3,....}

Definicao

Dizemos que um ordinal o é um ordinal sucessor se o = 37 para algum
ordinal 3.

Se a # 0 e « ndo € um ordinal sucessor, dizemos que o é um ordinal
limite.
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Ordinais

Teorema

Seja (X, <) um conjunto bem ordenado. Entdo existe um tnico ordinal o
isomorfo a X. Tal isomorfismo f : (X, <) — («a, €) € dnico. Neste caso,
dizemos que a ordem de X € do tipo o, ou que o ordinal de X € o, e
denotamos por ord(X) = c.

Exemplos:

e Se (X, <) é um conjunto finito com n elementos, entdo ord(X) = n;
e Se X = (N, <), entdo ord(X) = w.
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Ordinais

Definicao

Sejam « e 8 ordinais. Definimos o + 3 como sendo o ordinal de
({0} x a) U ({1} x B) com a ordem lexicografica.

Exemplos:
o w+1l=wh
o ltw=w

@ Paranm<w,n+m=m+n

Proposicao

e a+l=at

@ Se «a éinfinito, 1 + o = «
o a+(B+7)=(a+p)+v
e a+0=a=0+«
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Ordinais

Definicao
Sejam « e 8 ordinais. Definimos « - 3 como sendo o ordinal de 3 x « com
a ordem lexicografica.

Exemplos:
Qw-2=w+tw;

02 -w=uw,

Proposicao
o a(By) = (aB)y;
o a(f+7)=aB+ay,

0 al = a=1a.
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Ordinais

Definicao
Seja o um ordinal. Definimos:

0o a=1
o o =afa
o o =sup{a? 1y < B} = U, <p @ se B € ordinal limite.

Nota: Sen<w,entioa"=a ... «
~—
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Ordinais

0,1,2,3,4,...

w,w+l, w+2 w+3,...

wtw=w2, w2+1, w2+2,...

w3, ..., w4, ... ,wh,...
wow=w?, .. W wh

sup{w™:n < w}=wv, . w2

w?2 w3 w w!
wr W W WY W s

€0 = sup{w,w®,w*”, ...}
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Cardinais

Teorema (Principio da boa ordenagdo)

Seja X um conjunto qualquer. Entdo existe uma relacdo de ordem total <
tal que (X, <) é bem ordenado.

Definicao

Seja X um conjunto qualquer. Definimos a cardinalidade de X, denotado
por | X|, como sendo o ordinal.

|X| = min{ord(X, <) : < € uma boa ordenacio de X}

Exemplos/Notas:
@ Se X é finito e tem n elementos, entdo | X| = n
o N =w
e Dizemos que X é numerdvel se |[X| =w

@ Todos os ordinais do slide anterior s3o numeraveis.
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Cardinais

Teorema

As seguintes sdo equivalentes:
o |X|<|Y

o Existe uma funcdo injetiva f : X — Y

’

As seguintes sdo equivalentes:
o [X|>|Y
o Existe uma fungdo sobrejetiva f : X — Y
As seguintes sdo equivalentes:
° [ X|=1|Y

o Existe uma funcdo bijetiva f : X —'Y

’

’
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Cardinais

Definicao

Seja o um ordinal. Dizemos que o é um cardinal se |a| = «

Exemplos/Notas:
@ Se X é um conjunto, |X| é um cardinal.
@ Qualquer ordinal finito é um cardinal
@ w é um cardinal

@ wi; = {a € On: « é finito ou numeravel} é o primeiro cardinal infinito
nao numeravel.
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Cardinais

Definicao

Definimos w,, para o € On recursivamente como:
@ Wy =w
@ wot1 =10 € On: 0| =wq}

@ Se « € ordinal limite, w, = SUPg<q Wp

Proposicao

@ Para cada oo € On, w, é um cardinal
@ Wy <wg seesosea<f

@ Se k € um cardinal, entdo ou k € finito ou k = w,, para algum o € On

Notas:
@ Quando estamos a pensar em w, como cardinal, é comum denotar
por Ng,.
o No, Nl, NQ, ceey Nw,
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Cardinais

Definicao

Seja o um cardinal, i.e. o = Ng para algum ordinal 3. Definimos os
sucessor de o denotado por o como sendo R, 1.

Um cardinal diz que cardinal sucessor se for o sucessor de algum cardinal.
Se um cardinal diferente de O ndo for sucessor, dizemos que é cardinal
limite.

Notas:

@ Todos os cardinais sucessores s3o ordinais limite.
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Cardinais

Definicao

Sejam k = |X| e A = |Y| cardinais . Definimos:
o k+ A= [{0} x XU{1} x Y|
@ KA=|X xY]|
o k= |XY| = {f:f éumafungio Y — X}

Proposicao

@ Se k e )\ sdo finitos, estas operacées coincidem com as operacdes
usuais da aritmética.

Caso contrario, k + A = kA = max{k, A}

(RO =

Se |l| <k el|Ai| <k entdo |Jic; Ail < K

Se \ é infinito e 2 < k < ), entdo 2 = k* =\
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Cardinais

Nota: Dado um conjunto X com |X| = k, entdo
[PX)] = 2] = 2 = 2~

Teorema
Seja k um cardinal. Entdo xk < 2".

Exemplo: ¢ = |R| =[]0, 1[| = 10% = 2% > X,

Hipdtese do Continuo
2% =8y

Hipétese do Continuo Generalizada

28e = N, 11, Para qualquer ordinal o € On.
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Mapas Elementares

Definicao
Sejam M e N duas L-estruturas. Um mapa f : M — N diz-se elementar
se para qualquer L-formula ¢(va, ..., v,) e para qualquer 3 € M" temos

M |=¢la] & N |= ¢[f(a)]

Notas:
@ Qualquer isomorfismo é um mapa elementar;
@ Qualquer mapa elementar é um mergulho;
@ Se existe um mapa elementar f : M — N, entio M = N.
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Extensoes Elementares

Definicao
Sejam M < N duas L-estruturas. Dizemos que M é uma subestrutura
elementar de N, ou que N' é uma extensdo elementar de M, denotado
por M <X N, se a inclusdo v : M < N for um mapa elementar, i.e. para
qualquer L-formula ¢(vi, ..., vn) € a1, ...,an € M:

M = 9la,...,an] & N E dlay, ..., an]
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Teorema de Lowenheim—Skolem para baixo

Teorema (Lowenheim—Skolem para baixo)

Seja M uma L-estrutura, X C M um conjunto potencialmente vazio.
Entdo, para qualquer cardinal infinito A tal que

(XI+ L] <A < [M]

Existe uma subestrutura elementar N' de M com cardinalidade \ tal que
X CN.
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Diagrama Elementar

Dada uma L-estrutura M, L), denota a linguagem obtida de £
adicionando um simbolo constante para cada m € M.

Definicao

Dada uma L-estrutura M, definimos:

o O seu diagrama atémico como

Diag,,(M) = {¢ : ¢ é uma Ly -sentenca atémica e M = ¢}

o O seu diagrama elementar como

Diag(M) = {¢ : ¢ é uma Ly-sentenca e M = ¢}
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Diagrama Elementar

Proposicao

Seja M uma L-estrutura e N' uma L p-estrutura. Ent3o:
e Se N |= Diag,.(M), entdo existe um mergulho j : M — N;
e Se N |= Diag(M), entdo existe um mergulho elementar j : M — N.

Nota: No primeiro caso temos ent3o que M < A e no segundo caso
temos M < N.
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Teorema de Lowenheim—Skolem para cima

Teorema (Lowenheim—Skolem para cima)

Seja M uma L-estrutura infinita e A\ um cardinal infinito tal que
M|+ L] < A

Entdo existe uma extensio elementar de M com cardinalidade \.
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Completude

Definicao
Uma teoria satisfazivel T diz-se completa se todos os modelos de T sio
elementarmente equivalentes.

Exemplo: Dado uma estrutura M, entdo Th(M) é completa pois se
N, K | Th(M), entdo N = M =K.

Proposicao
Seja T uma teoria satisfazivel. Entdo T € completa sse para qualquer
sentenga ¢, temos T = ¢ ou T |= —¢.
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Categoricidade

Definicao

Seja T uma teoria e k um cardinal infinito. Dizemos que T € k-categdrica
se tem pelo menos um modelo de cardinalidade k e quaisquer dois
modelos de cardinalidade k sdo isomorfos.

Teorema (Teste de Vaught)

Seja T uma L-teoria satisfazivel sem modelos finitos. Se T é k-categdrica
para algum k > max{|L|,No}, entdo T é completa.
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Exemplos
Seja (X, <) um conjunto linearmente ordenado.
Dizemos que (X, <) é denso se
VxVy(x <y — 3z(x < z < y))
Dizemos que (X, <) n3o tem extremidades se
Vx3Jadb(a < x < b)

A teoria dos conjuntos linearmente ordenados, densos e sem extremidades
denota-se por DLO.

Teorema (Teorema do isomorfismo de Cantor)

Quaisquer dois conjuntos numeraveis linearmente ordenados, densos e sem
extremidades sdo isomorfos, i.e. DLO é Ng-categorica.
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Exemplos

Corolario

DLO é completa.

Ent3o, por exemplo (Q, <) = (R, <) = (R", <jex)

Mais exemplos de teorias categoricas:
o ACF, é k-categdrica para k > Ng, para p primo ou p = 0;

@ A teoria dos grupos abelianos divisiveis livres de tor¢do é k-categorica
para kK > Np;

@ A teoria dos espacos vetoriais sobre um corpo contavel fixo é
k-categodrica para k > No

Pelo teste de Vaught, estas sdo todas completas.
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Aplicacoes

Proposicao

Seja T uma teoria de ¢ uma sentenca. Entdo T |= ¢ sse existe A C T
finito tal que A = ¢.

Relembrar:

Sejapp:=1+1+4+..4+1=0
e —
P
ACF, .= ACF U {9}

ACFy := ACF U {~p : p>1}
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Aplicacoes

Teorema (Principio de Lefschetz)

Seja L={-,+,—,0,1} e ¢ uma L-sentenca. As seguintes sio
equivalentes:

Clk ¢
ACFy = ¢;
¢ € verdade em algum ACF de caracteristica 0.

©00O0

Existem primos arbitrariamente grandes p, tal que ¢ € verdade em
algum ACF de caracteristica p;

©

Existe um natural m tal que para qualquer primo p > m, ACF, = ¢.
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Aplicacoes

Teorema (Ax—Grothendieck)

Qualquer mapa polinomial injetivo de C" para C" é sobrejetivo.

22 =
Vao,oVao1Vag 2Vay oVaq 1 Vas gV oo, 1 Vo 2 Vb1 Vb 1Yo o
{(VIN‘JMVIQV&/Q((Z ai‘jrﬁy{ => af‘jr.éyg A bf‘jgnﬁy{ => bi_j;rg-yé) —

T =a0 Ay =)= VaVodzdy S a, iyl =u A b atyd = vl.
j J
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Conjuntos Definiveis

Definicao
Seja M uma L-estrutura e A C M. Dizemos que X C M" é A-definivel se
existe uma L-formula ¢(vi, ..., Vp, W1, ..., W) € a1, ...,am € A tal que

X={xeM": ME¢[x1,...,Xn, a1, ..., am| }
Neste caso, dizemos que ¢ define X com pardmetros em A, e denotamos
X = (M, a)

onde 3 € A™ s3o os pardmetros fixos utilizados.
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Conjuntos Definiveis

Seja M uma L-estrutura e A C M.

@ Dizemos que uma relagdo n-aria R é A-definivel se é A-definivel
enquanto conjunto R C M".

o Dizemos que um mapa f : M" — M™ € A-definivel, se o seu grafico
F(f) ={(x,f(x)) : x € M"} C M" x M™ for A-definivel.

o Dizemos que x € M" é A-definivel se {x} é A-definivel.
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Exemplos

o M= (R,+,-,0,1). Seja p(x) = anx" + ... + a1x + ap. Entdo
{x e R: p(x) =0}

é {ao, ..., an }-definivel.
o M= (R,+,-,0,1).

$(a,b) =3Fz(z#0Ab=a+ 2%)

Entdo < = {(x,y) : M = ¢[x, y]} ou seja x < y sse M = ¢|[x, y].
Entdo < é uma relacdo (-definivel.

o M=(R,+,-,0,1)
p(a,b)=0<anb<0Aa=Db’

Ent3o a fungdo x — /x é (-definivel. O seu grafico é
{6 y) - M= dlx, 1}
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Exemplos

e M=(R,+,-,0,1). Se g € Q, entdo g é (-definivel.
Teorema de Lagrange: Qualquer inteiro ndo negativo é a soma de 4
quadrados.
e M=(Z,+,-,0,1). A formula
¢(a, b) = 3213203233 24(z21 #OANb = a+ 27 + 23 + 23 + 23)

define a ordem < em Z.
@ Seja F corpo e M = (F[X],+,-,0,1). F é (-definivel pela forma

o(x)=(x=0VvIy xy =1)
pois F = U(F[X])
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Exemplos

e M=(Q,+,-,0,1). Seja
¢(X7}/az) = ElaElec(xyzz +2 = 32 —|—Xy2 — yc2)

No artigo "How to Pick Out the Integers in the Rationals: An
Application of Number Theory to Logic" os autores mostraram que a
férmula

w(x) = Vny([gZ)(y,z, 0) A (VW(Qﬁ(y,Z, W) — ¢(y727 w + 1)))]
— ¢(y,z,x))

Define Z.
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Conjuntos Definiveis

Proposicao
Seja M uma L-estrutura, e X, Y C M" conjuntos A e B-definiveis
respetivamente. Ent3o:

e M"\ X é A-definivel;

e XNY é(AU B)-definivel;

e XUY é (AU B)-definivel;
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Conjuntos Definiveis

Proposicao

Seja M uma L-estrutura e X C M" um conjunto A-definivel. Entio
qualquer L-automorfismo de M que fixe A ponto a ponto (i.e. f(a) = a
para todo a € A), fixa X enquanto conjunto (i.e. f(X)= X).

Corolario
R néo € definivel em (C,+,-,0,1)

Proof If R were definable, then it would be definable over a finite A C C.
Let r,s € C be algebraically independent over A with » € R and s € R.
There is an automorphism ¢ of C such that o|A is the identity and o(r) = s.
Thus, 0(R) # R and R is not definable over A.
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Eliminacdo de Quantificadores (EQ)

Definicao

Seja T uma L-teoria. Dizemos que T tem eliminacdo de quantificadores
(EQ) se, para qualquer L-férmula ¢(vi, ..., vy,) existe uma L-formula
¥(v1, ..., va) sem quantificadores tal que

T = Vv(o(v) < ¢(V))

Exemplos:
e ¢(a,b,c) =3x(a#0Aax?+ bx+ c=0) Entdo

R |= VavbVc(p(a, b, c) < (a # 0 A b> — 4ac > 0))
@ Seja

¢(a, b, c,d) = IxIyTuiv (i b) <X y) —Id

d u v
Entao

F = Vavb¥cVd(¢(a, b, c,d) <» ad — bc # 0)
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Critérios para EQ

Teorema

Seja T uma L-teoria. Se para qualquer férmula sem quantificadores
0(v,w) existe uma férmula sem quantificadores ¢(v) tal que

T = (3wl(v,w)) < (V)

Entdo T tem eliminagcdo de quantificadores.
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Critérios para EQ

Uma férmula é um literal se for ou uma férmula atémica, ou a negacdo de
uma férmula atémica.

Definicao

Uma férmula sem quantificadores diz se uma conjuncio basica se for da
forma \7_; ¢i Onde cada ¢; é um literal.

Proposicao
Qualquer formula sem quantificadores ¢ € equivalente a uma disjungdo
finita de conjungées basicas.

Relembrar:
e Jx(¢ V1)) é equivalente a (Ix¢) V (Ix1));
o Vx(¢ A1) é equivalente a (Vx¢) A (Vx1)).
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Critérios para EQ

Teorema

Seja T uma L-teoria. Se para qualquer conjungdo basica (v, w) existe
uma férmula sem quantificadores ¢(v) tal que

T Gwb(7, w)) & 4(7)

Entdo T tem eliminacdo de quantificadores.

Teorema

As seguintes teorias tem eliminacdo de quantificadores:
Teoria dos conjuntos infinitos;
DLO;

°
°
@ Grupos abelianos divisiveis livres de torcao;
°

Grupos abelianos divisiveis ordenados;
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EQ em DLO

O que sdo as conjungdes basicas em DLO?

@ Como viao ser os termos?

t(vi,...,vn) =V
@ Ent3o as formulas atdmicas vao ser da forma:
Vi =V
vi <

@ Os literais vao ser entdo da forma:

Vi =V
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EQ em DLO

e Seja ¢(v1,...,Vn,y) conjungdo basica.
k
3y¢(V17-~)VmY) :E!y/\ai(VL.-.,Vn,y)
i=1
d

o=y Ay =v) A A <w) A A\ (ve< y)n

icl j€Jd kek
/\ ﬁ(yzvl-/)/\ /\ ﬁ(y< VJ‘/)/\ /\ ﬁ(V/<’<y)}
irel’ jles k'eK’

Onde I,J,K,I',J,K' C{1,...,n}
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EQ em DLO

Notar:
o +(y=vy)éequiv.ay <vyVvy <y,
o 7(y<vy)éequiv.ay=vy Vv <y,
o (viw <y)éequiv.ay=vp Vy < v.
Ent3ao podemos assumir que

o =3y [N =w)A A <v)r A\ (v <y)

icl jeJ keK

Para I,J,K C {1,...,n}.
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EQ em DLO

Caso 1: | = () Entao

Iy =3y [ AN <vi)A N\ (v <)

jed keK
Considerar
vi=wv seJ=0ouK=10
Y(vi, ..., vp) =
Njeskex(vk <vj)  cc.
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EQ em DLO

Caso 2: | #£10

Iy =3 |ANy=vi)A AN <v)A N (<)

iel jed keKk

Seja t € {v;: i € |}. Tomamos

Pviva) = Nt=vin Nt<vyn \ve<t

icl jeJ keK
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Aplicacoes

Definicao
Uma L-teoria T é model-complete se, dados M, N = T com M < N,

entio M < N.
Por outras palavras, todos os mergulhos sdo elementares.

Proposicao

Se T tem eliminacdo de quantificadores, entdo T é model-complete.
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Aplicacoes: ACF

Teorema
ACF tem eliminacio de quantificadores em L,.

Corolario
ACF € model-complete.

Corolario

Para qualquer p primo ou p = 0, ACF, é model-complete e completo.
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Geometria Algébrica 101

Seja K = ACF um corpo.
Definicao
Para S C K[Xu, ..., Xp], definimos

V(S)={ae K":p(3d) =0, para todo p € S}

Dizemos que X C K" é um fechado de Zariski se X = V/(S) para algum
S C K[X1, ..o, Xa].

Exemplos:
o V(1)=10
e V(0)=K"

o V({X1—a1,.... Xy, —an}) ={(a1,--,an)}
Nota: Dois polindmios diferentes podem gerar o mesmo conjunto:
V(x) = V(x?)
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Geometria Algébrica 101

Proposicao

o V édecrescente: SC S’ = V/(S) D V(S'),
V(S) = V((S)) onde

(S) = {Za;f; :ffeSea e K[Xl,...,Xn]}

finita

Dado S C K[Xi, ..., Xp|, existem fi, ..., fx € (S) tal que
V(S) = V(fl, 0009 fk),'
Dados S; C K[X1, ..., Xp],

V(s =V (U 5,->

iel i€l

@ UniGes finitas de fechados de Zariski sdo fechados de Zariski.
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Geometria Algébrica 101

Definicao
Para X C K", definimos

I(X)={p e K[Xi,...,Xn] : p(3) para todo 3 € X}

.

Proposicao
o | é decrescente: X C Y = I(X) 2 I(Y),
e [(X) é um ideal;
o Se X € fechado de Zariski, entdo V(I(X)) = X;
e JC I(V(J)), mas a igualdade em geral n3o é verdade.

Exemplo:
Se J = (x?), entdo V/({x?)) = {0} e portanto /(V({x?))) = (x).
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Aplicacoes

Os subconjuntos definiveis por formulas atémicas em K" sio exatamente
os conjuntos da forma V/(p) para algum p € K[Xy, ..., Xp].

Um subconjunto de K" é definido por uma férmula sem quantificadores se
e s6 se é combinagdo booleana de fechados de Zariski.

Na literatura, um subconjunto de K" que é uma combina¢do booleana de
fechados de Zariski chama-se um conjunto construivel.

Teorema (Teorema de Chevalley)

A imagem de um conjunto construivel por um mapa polinomial é
construivel.
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Aplicacoes

Relembrar:

Definicao

Seja R um anel e | um ideal. O radical de | € o ideal
VI={x€eR:x"el para algum n € N}

| é um ideal radical se /I = I.

Notas:
e Dado X C K", I(X) é sempre um ideal radical.
o Dado um ideal J de K[Xi,...,X,], V(V/J) = V(J)

Definicao

Seja R um anel. Um ideal P diz-se primo se, dados dois ideais I, J com
IJC P, entdo ! C P ou J C P.
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Aplicacoes

Teorema (Decomposicdo Primaria)

Seja | C K[X1, ..., Xn] um ideal radical. Ent3o existem ideais primos
tnicos P4, ..., P, com | C P;, tal que:

o /=P N..NP

® Para qualquer J C {1,...,k}, | # mjeJ 25

Teorema (Hilbert's Nullstellensatz)
Seja K algebricamente fechado e I, J C K[Xi, ..., Xy] ideais radicais. Se
I € J, entdo V(J) C V(I).

Em particular, o mapa X — [(X) é uma correspondéncia bijetiva entre os
fechados de Zariski e ideais radicais.

Corolario
Seja K algebricamente fechado e J um ideal radical. Entdo I(V(J))

ol
~
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